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Matrice

Definit, ie (Matrice)
O matrice este un tabel dreptunghiular de numere, sau mai general, de
elemente de forma:

A =


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
...
am1 an2 ... amn
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Definit, ie (Matrice pătratică)
Dacă numărul de linii este egal cu numărul de coloane, atunci matricea
se numes, te pătratică.

Definit, ie (Transpusa unei matrice)
Luând liniile matricei A drept coloane (respectiv coloanele drept linii),
obt, inem transpusa matricei A:

Aτ =


a11 a21 ... an1
a12 a22 ... an2
...
a1n a2n ... ann
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Definit, ie (Matrice inversabilă)
Matricea A ∈ Mn(C) este inversabilă dacă există o matrice
B ∈ Mn(C) astfel încât să aibă loc relat, ia:

A · B = B · A = In.

Matricea B introdusă se numes, te inversa matricei A s, i se notează
B = A−1

A · A−1 = A−1 · A = In.
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Exemplu

Pentru A ∈ M2(C), A =

(
a b
c d

)
avem:

A−1 =
1

ad − bc

(
d −b
−c a

)
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Definit, ie (Matrice diagonală)

Într-o matrice diagonală, toate elementele din afara diagonalei
principale sunt zero. Elementele de pe diagonală pot fi nule sau nenule.
Astfel, matricea A = [aij] cu n linii s, i m coloane este diagonală dacă:

aij = 0,∀i ̸= j, i = 1, n, j = 1,m.

Exemplu

A =


1 0 0 0
0 765 0 0
0 0 289 0
0 0 0 94
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Definit, ie (Matrice asemenea)
Două matrice A,B ∈ Mn(C) se numesc asemenea dacă există o
matrice inversabilă S ∈ Mn(C) astfel ca A = S−1BS. Notăm
asemănarea prin A ∼ B.

Definit, ie (Matrice diagonalizabilă)

O matrice A ∈ Mn(C) este diagonalizabilă dacă ea este asemenea cu
o matrice diagonală, adică există o matrice inversabilă S ∈ Mn(C)
astfel încât S−1AS este diagonală.
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Definit, ie (Valori proprii)

Dacă A ∈ Mn(C) este o matrice, atunci polinomul

pA = det (A− X · In) ∈ C [X ]

se numes, te polinomul caracteristic al matricei A.
Ecuat, ia pA(x) = 0 se numes, te ecuat, ia caracteristică a matricei A.
Rădăcinile λ1, λ2, ..., λn ale ecuat, iei caracteristice se numesc valori
proprii ale matricei A, iar mult, imea {λ1, λ2, ..., λn} ⊂ C se numes, te
spectrul matricei A s, i se notează cu Spec(A).

Definit, ie (Raza spectrală)

Fie A ∈ Mn(C) o matrice pătratică. Atunci raza spectrală a matricei
A, notată cu ρ(A), este cea mai mare valoare absolută a valorilor sale
proprii.
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Matrice pozitive

Definit, ie (Matrice pozitive)

Fie A = [aij] ∈ Mn,m(C) s, i B = [bij] ∈ Mn,m(C). Atunci, spunem că
• A ≥ 0, dacă aij ≥ 0 ∀i, j
• A > 0, dacă aij > 0 ∀i, j
• A ≥ B, dacă A− B ≥ 0
• A > B dacă A− B > 0.
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Se poate defini modulul unei matrice în mod similar cu definit, ia
modulului unui număr real:

• |A| ≥ 0 pentru orice A ∈ Mn,m(C); |A| = 0 dacă s, i numai dacă
A = 0

• |aA| = |a||A| pentru orice a ∈ C
• |A+ B| ≤ |A|+ |B|
• Dacă 0 ≥ A ≥ B atunci 0 ≥ Am ≥ Bm, pentru orice m ∈ N.
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Notăm cu aij numărul mutat s, i cu c(m)
i numărul rămas în grupa i după

ziua m.
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Se verifică recurent,a:

c(m+1)
i = ai1c

(m)
1 + ...+ ainc

(m)
n , i = 1, n,m ∈ N
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Dacă notăm matricea pătratică de ordin n a coeficienţilor sistemului
prin A = [aij] s, i distribuţia valorilor în mis, carea de ordin m prin

vectorul c(m) = [c(m)
i ] atunci:

c(m+1) = Ac(m) = A2c(m−1) = ... = A(m+1)c(0),m ∈ N,

unde c(0) este distribuţia iniţială a valorilor.

0 ≤ aij ≤ 1 şi
n∑

i=1
aij = 1, pentru orice j = 1, n

Întrebarea este, cum se comportă Am pentru m foarte mare?
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Cazul n = 2

Fie matricea noastră

A =

(
a11 a12
a21 a22

)

a11 + a21 = a12 + a22 = 1, s, i notăm a21 = α şi a12 = β

Se obt, ine

A =

(
1− α β
α 1− β

)
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Calculăm valorile proprii:

λ2 = 1, λ1 = 1− α− β.

Cum 0 ≤ α, β ≤ 1, avem λ2 = 1 ≥ |λ1| = |1− α− β| , deci

1 = |λ2| = ρ(A)

şi raza spectrală a matricei A este valoare proprie pentru A.
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α + β ̸= 0

Vectorii proprii respectivi sunt x = [β, α]τ (pentru λ2 = 1) s, i
z = [1,−1]τ (pentru λ1), aşa încât în acest caz A este diagonalizabilă
şi avem A = SΛS−1, unde:

Λ =

(
1 0
0 1− α− β

)
, S =

(
β 1
α −1

)
, S−1 =

1
α+ β

(
β β
α α

)
.
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α s, i β nu sunt ambele egale cu 1

|λ1| = |1− α− β| < 1 şi, deci, λm → 0 când m → ∞. Astfel, în acest
caz avem:

lim
m→∞

Am = S
(

lim
m→∞

Λm
)
S−1 = S

(
1 0
0 0

)
S−1 =

1
α+ β

(
β β
α α

)

Distribuţia la echilibru a valorilor este

lim
m→∞

c(m) =
1

α+ β

(
β β
α α

)(
c(0)1

c(0)2

)
=

1
α+ β

β
(
c(0)1 + c(0)2

)
α
(
c(0)1 + c(0)2

) .
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Cazurile triviale

• Dacă α = β = 0, avem A = I2, cu lim
m→∞

c(m) = c(0)

• Dacă α = β = 1, avem
(
0 1
1 0

)
.
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Echilibrul mediu:

lim
m→∞

1
m

m∑
k=1

Ak =

(
0.5 0.5
0.5 0.5

)
s, i

lim
m→∞

1
m

m∑
k=1

p(k) =
c(0)1 + c(0)2

2

(
1
1

)
.
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Cazul n = 3

Fie acum matricea noastră A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ∈ M3 ([0, 1]).

Avem deci a11 + a21 + a31 = a12 + a22 + a32 = a13 + a23 + a33 = 1

Fixăm cinci dintre variabile s, i lăsăm ca matricea A să depindă de un
singur parametru a ∈ [0, 1].
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Fie A =



1
2
− a

1
6

1
3

a
1
3

1
3

1
2

1
2

1
2

 s, i acum calculăm valorile sale proprii.

pA(λ) = −aλ2 +
5aλ
6

+
a
6
− λ3 +

7λ2

6
− λ

9
− 1

18

(A) =
7
6
− a, det(A) =

1
18

(3a− 1),

Deci, valorile proprii sunt: λ1 = 1, λ2 = −1
6
, λ3 =

1
3
− a.
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S =


1

6a− 3
5

9a+ 6
−1

2− 6a
6a− 3

4a+ 1
3a+ 2

1

1 1 0

 , Λ =


−1
6

0 0

0 1 0

0 0
1
3
− a

 ,

S−1 =



−3
7

−3
7

4
7

3
7

3
7

3
7

1− 6a2

6a2 + a− 2
a− 1

6a2 + a− 2
6a− 1

3 (6a2 + a− 2)
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Cum Λm =


(
−1
6

)m

0 0

0 1 0

0 0
(
1
3
− a
)m

 rezultă că

lim
m→∞

Am = S
(

lim
m→∞

Λm
)
S−1 =

= S

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 S−1 =



15
7(9a+ 6)

15
7(9a+ 6)

15
7(9a+ 6)

3(4a+ 1
7(3a+ 2)

3(4a+ 1
7(3a+ 2)

3(4a+ 1
7(3a+ 2)

3
7

3
7

3
7
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Concluzii

În aceste exemple ρ(A) = 1 s, i:

1 Raza spectrală ρ(A) este chiar o valoare proprie, nu numai valoarea absolută a unei valori
proprii.

2 Vectorul propriu x asociat valorii proprii ρ(A) poate fi luat cu componente pozitive, chiar
strict pozitive când A este ireductibilă.

3 Dacă toate elementele matricii A sunt strict pozitive, ρ(A) este valoare proprie simplă de
modul maxim.

4 Dacă toate elementele matricii A sunt strict pozitive, atunci există limita

lim
m→∞

(
1

ρ(A)
A
)m

şi este o matrice de rang 1 ale cărei coloane sunt proporţionale cu

vectorul propriu x.

5 În toate cazurile, lim
m→∞

(
1
m

)
m∑
i=1

(
1

ρ(A)
A
)k

există.
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Matrice strict pozitive

Teoremă
Fie A ∈ Mn (R) s, i presupunem că A este strict pozitivă. Atunci
|λ| < ρ(A) pentru orice valoare proprie λ ̸= ρ(A).

Lemă
Fie A ∈ Mn(C) o matrice pătratică. Atunci raza spectrală a matricei
A, notată cu ρ(A), este cea mai mare valoare absolută a valorilor sale
proprii.
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Lemă
Fie A ∈ Mn (R) s, i presupunem că A > 0, Ax = λx, x ̸= 0 s, i
|λ| = ρ(A). Atunci (cos(θ)− i sin(θ))x = |x| > 0 pentru un θ ∈ R.
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Teoremă (Teorema lui Perron)
Dacă A ∈ Mn (R) s, i A > 0, atunci

1 ρ(A) > 0;

2 ρ(A) este valoare proprie a lui A;

3 există un vector x ∈ Cn cu x > 0 s, i Ax = ρ(A)x, vectorul x se
numes, te vectorul lui Perron;

4 ρ(A) este o valoare proprie algebric simplă a lui A;

5 |λ| < ρ(A) pentru orice valoare proprie λ ̸= ρ(A), adică ρ(A)
este unica valoare proprie de modul maxim;

6

(
1

ρ(A)
A
)m

→ L când m → ∞, unde avem, L = xyτ ,

Ax = ρ(A)x, Aτy = ρ(A)y, cu x > 0, y > 0 s, i xτy = 1.
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Concluzii finale

• Matricele pozitive s-au desprins ca ramură de studiu datorită
numeroaselor domenii în care valorile utilizate sunt
întotdeauna pozitive, cum ar fi studiul probabiltăt, ilor,
statistica, analiza numerică s, i multe altele.

• Matricile pozitive sunt un domeniu prea complex pentru a fi
elaborat într-o singură lucrare, aceste continuându-s, i aplicat, iile
în studiul matricilor primitive, matricilor stochastice s,au chiar
în ajutorul localizării valorilor proprii.
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Mult,umesc!
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