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Matrice

Definitie (Matrice)
O matrice este un tabel dreptunghiular de numere, sau mai general, de
elemente de forma:

an ayp ... Aip
A= azq dz; ... (Qyp
adm Adp2 ... Admn
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Definitie (Matrice patratica)
Dacd numdrul de linii este egal cu numdrul de coloane, atunci matricea
se numeste pdtraticd.

Definitie (Transpusa unei matrice)

Luand liniile matricei A drept coloane (respectiv coloanele drept linii),
obtinem transpusa matricei A:

aynr a1 ... dp
AT — ap axp ... dp
aip dypn ... Adpp
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Definitie (Matrice inversabila)

Matricea A € M ,(C) este inversabild dacd existd o matrice

B € M,(C) astfel incat sa aiba loc relatia:
A-B=B-A=1,.

Matricea B introdusd se numeste inversa matricei A si se noteazd
B=A""
AATT=AT A=1T,
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Exemplu

Pentru A € M,(C), A= <? Z) avem:
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Definitie (Matrice diagonala)

Intr-o matrice diagonald, toate elementele din afara diagonalei
principale sunt zero. Elementele de pe diagonald pot fi nule sau nenule.
Astfel, matricea A = [ajj| cu n linii si m coloane este diagonald daca:

aj=0,Yi#ji=Tn, j=1,m.

Exemplu
1 0 0 0
A— 0 765 0 0
0 0 28 O
0 0 0 94
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Definitie (Matrice asemenea)

Doud matrice A, B € M,(C) se numesc asemenea daca existd o
matrice inversabild S € M ,,(C) astfel ca A= S~'BS. Notam
asemdnarea prin A ~ B.

Definitie (Matrice diagonalizabila)
O matrice A € M,(C) este diagonalizabild dacd ea este asemenea cu

o matrice diagonald, adicd existd o matrice inversabild S € M,(C)
astfel incat S~'AS este diagonald.
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Definitie (Valori proprii)

Daca A € M,(C) este o matrice, atunci polinomul
pa = det(A— X -T,) € C[X]

se numeste polinomul caracteristic al matricei A.

Ecuatia pa(x) = 0 se numeste ecuatia caracteristica a matricei A.
Rédacinile A1, Ay, ..., A, ale ecuatiei caracteristice se numesc valori
proprii ale matricei A, iar multimea {\1, Az, ..., A\n} C C se numeste
spectrul matricei A si se noteazd cu Spec(A).

Definitie (Raza spectrala)

Fie A € M,(C) o matrice patraticd. Atunci raza spectrald a matricei
A, notatd cu p(A), este cea mai mare valoare absolutd a valorilor sale

proprii.
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Matrice pozitive

Definitie (Matrice pozitive)
Fie A = [ajj] € Mpm(C) si B= [bjj] € Mpm(C). Atunci, spunem ca
A >0, dacd ajj > 0 Vi, j
A >0, dacd aj; > 0 Vi, j
A> B, daciA— B> 0
A > BdaciA— B> 0.

Antonia Cosar Matrice pozitive



XGEN

Se poate defini modulul unei matrice in mod similar cu definitia
modulului unui numar real:

|A| > 0 pentru orice A € My n(C); |A| = 0 dacd si numai dacd
A=0

|aA| = |a||A| pentru orice a € C

|A+ B| < |A[ +[B]

Dacda 0 > A > B atunci0 > A™ > B™, pentru orice m € N.
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(m)

i

Notam cu aj; numdrul mutat si cu ¢;’ numdrul ramas in grupa i dupd J

ziua m.
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Se verificd recurenta:

c,(mH) = aj csm) + ...+ ai,,c,,m),i

I
=
3
m
Z
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Daca notam matricea pdtratica de ordin n a coeficientilor sistemului
prin A = [ajj] si distributia valorilor in miscarea de ordin m prin

vectorul (™) = [c,(m)] atunci:
M) = Adlm) — A2c(m=1) — = A1) 0) e N,

unde () este distributia initiald a valorilor.

n
0<a;<T1siy aj=1,pentruoricej=1,n

i=1

Intrebarea este, cum se comportd A™ pentru m foarte mare? J
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Cazuln=2

Fie matricea noastra
_ [an an
a ax

an + ay = app + ap = 1, si notdm ay; = o si a;; = 3 )

Se obtine
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Calculdam valorile proprii:
)\2:1,)\1 :1—a—6.
Cum0 < a,B<1l,avemAy =1> |\|=|1—a— (], deci

1= ol = p(A)

si raza spectrald a matricei A este valoare proprie pentru A.
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a+ 5 #0

Vectorii proprii respectivi sunt x = [3, )™ (pentru Ay = 1) si
z = [1,=1]" (pentru \1), asa incdt in acest caz A este diagonalizabild
siavem A = SAS™', unde:

A 0 (B 1 __ 1 (BB
A_(O 1—04—6)’ S_(a —1)’ 51_(1——1—6(& a)'

v
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a si 5 nu sunt ambele egale cu 1

M| = |1 —a — B| < 1si, deci, \™ — 0 cand m — oo. Astfel, in acest
caz avem:

a m __ = m —1 __ 1 0 —1 __ 1 /B /8
Jdm am=s(m w75t =5 (g 0) 7= 55 (o

Distributia la echilibru a valorilor este

1 (8 B (Y 1 (B0 +d
i (0 () (0
HED at+p\a a) \q at+pf \a cs)—{—cg)

4

V.
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Cazurile triviale

Dacia =3 =0,avem A= I, cu lim clm) — ((0)
m—»00

0 1
Daci oo = 8 = 1, avem (1 O)'
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Echilibrul mediu:
1 (05 05
L Z A (0.5 0.5)

si

o D40
i ()
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Cazul n=3

ann di2 A13
Fie acum matricea noastri A = | a1 axn ax | € M3 ([0,1]).

azy dzy dadsz

Avem deci a1 + ay1 + az1 = aip + axp + asy = ai3 + a3 + asz3 = 1 )

Fixdm cinci dintre variabile si l[dsim ca matricea A sd depindd de un
singur parametru a € [0, 1]. J
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1 1 1
_—— a —_— —_—
2 6 3
. 1 1 . . . ..
Fie A = a 3 3 si acum calculdm valorile sale proprii.
1 1 1
2 2 2 |
5a\  a AN
N=-—a+ 242 N2 2
Pa(A) ar” + 6 + ‘ + E 5 18
(A) =% —a, det(A) = -(3a—1)
=—-—a, de =—(3a-1),
6 18 |
. . .. 1 1
Deci, valorile proprii sunt: \y = 1, A\, = o A3 = 3@
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1 5
6a—3 9at6 _; 0 0
sS=]12—6a 4a+1 ] . A= 0 1 0 ’
6a—3 3a-+2 §7/ l—a
1 1 0 3
3 3 4
7 7 7
s o 3 3
7 7 7
1—6a° a—1 6a—1

6a2+a—2 6a2+a—2 3(6a>+a—2)
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—= 0 0
6)
Cum A™ = 0 1 0 rezulta ca

.] m
0 0 - —a
(5-7)

lim A™ =S ( lim /\'") s =

m—>00 m—00
15 15 15
7(9a+6) 7(9a+6) 7(9a+6)
_ g (1) g o1 34a+1  3(4a+1 3(4a+1
00 0 7(3a+2) 7(3a+2) 7(3a+2)
3 3 3
7 7 7

Matrice pozitive
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Concluzii

In aceste exemple p(A) = 1 si:
Raza spectrald p(A) este chiar o valoare proprie, nu numai valoarea absolutd a unei valori
proprii.
Vectorul propriu x asociat valorii proprii p(A) poate fi luat cu componente pozitive, chiar
strict pozitive cind A este ireductibild.
Dacd toate elementele matricii A sunt strict pozitive, p(A) este valoare proprie simpld de
modul maxim.

Daca toate elementele matricii A sunt strict pozitive, atunci existd limita

m
lim ( ——=A siesteo matrice de rang 1 ale cdrei coloane sunt proportionale cu
m— 00 p( A)

vectorul propriu x.

" 1N\ o/ s
In toate cazurile, lim (7) > (—A) existd.
m—oo \ ' m/) 5 p(A)

Matrice pozitive
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Matrice strict pozitive

Teorema

Fie A € M, (R) si presupunem cd A este strict pozitivd. Atunci
|A| < p(A) pentru orice valoare proprie A # p(A).

Lema

Fie A € M,(C) o matrice pdtraticd. Atunci raza spectrald a matricei
A, notatd cu p(A), este cea mai mare valoare absolutd a valorilor sale
proprii.
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Lema
Fie A € M, (R) si presupunem cd A > 0, Ax = \x, x # 0 si
[A| = p(A). Atunci (cos(0) — isin(6))x = |x| > 0 pentru un 6 € R.
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Teorema (Teorema lui Perron)
Daca A € M, (R) si A > 0, atunci
p(A) > 0;
p(A) este valoare proprie a lui A;

existd un vector x € C" cu x > 0 si Ax = p(A)x, vectorul x se
numeste vectorul lui Perron;

p(A) este o valoare proprie algebric simpld a lui A;

|A| < p(A) pentru orice valoare proprie A\ # p(A), adica p(A)
este unica valoare proprie de modul maxim;

.] m
(A) — L cand m — oo, unde avem, L = xy7,
p(A)
Ax = p(A)x, ATy = p(A)y, cux >0,y > 0six"y = 1.
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Concluzii finale

Matricele pozitive s-au desprins ca ramura de studiu datorita
numeroaselor domenii in care valorile utilizate sunt
intotdeauna pozitive, cum ar fi studiul probabiltatilor,
statistica, analiza numerica si multe altele.

Matricile pozitive sunt un domeniu prea complex pentru a fi
elaborat intr-o singura lucrare, aceste continuandu-si aplicatiile
in studiul matricilor primitive, matricilor stochastice sau chiar
in ajutorul localizarii valorilor proprii.
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