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Joc fals

1→ 2

2 →6

3 →12

4 →20

5 →?

Regula 1: n → 𝑛(𝑛 + 1)



Reguli “greșite”

• Regula 2: n →
301

6
∙ 𝑛4 −

1505

3
∙ 𝑛3 +

10541

6
∙ 𝑛2 −

7522

3
∙ 𝑛 + 1204

5 →1234

• Regula 3: n →
32598713483

24
∙ 𝑛4 −

162993567415

12
∙ 𝑛3 +

1140954971929

24
∙

𝑛2 −
814967837063

12
∙ 𝑛 + 32598713483

5 → 32598713513



Polinomul de Interpolare Lagrange

• Căutăm o funcție polinomială care să satisfacă
𝑓 𝑎1 = 𝑥1, 𝑓 𝑎2 = 𝑥2, ⋯ , 𝑓 𝑎𝑛 = 𝑥𝑛

• Formula lui Lagrange:

𝑓 𝑋 = 

𝑘=0

𝑛

𝑥𝑘 ∙ ෑ
0≤𝑗≤𝑛
𝑗≠𝑘

𝑋 − 𝑎𝑗

𝑎𝑘 − 𝑎𝑗



Problemă

Fie 𝒇 un polinom cu coeficienții întregi si 𝒑 un număr prim astfel încât 𝒇 𝟎 = 𝟎, 𝒇 𝟏 = 𝟏 și 𝒇(𝒌)
dă unul din resturile 0 sau 1 la împărțirea prin 𝒑, oricare ar fi 𝒌 număr natural. Atunci gradul 
polinomului 𝒇 este cel puțin 𝒑 − 𝟏.

𝑥𝑝−1 : 𝑓 𝑥 = 

𝑘=0

𝑝−1

𝑓(𝑘) ∙ ෑ
0≤𝑗≤𝑛
𝑗≠𝑘

𝑋 − 𝑗

𝑘 − 𝑗
= 

𝑘=0

𝑛

𝑓(𝑘) ∙
𝑝 − 1

𝑘
∙ −1 𝑘

Presupunem prin absurd contrariul. Atunci gradul lui 𝑓 este maxim 𝑝 − 2. Acum folosim formula de 
interpolare a lui Lagrange în felul următor:

Pe de altă parte

𝑘! ∙
𝑝 − 1

𝑘
≡ (𝑝 − 1)(𝑝 − 2)⋯(𝑝 − 𝑘) ≡ (−1)(−2)⋯ (−𝑘) ≡ −1 𝑘 ∙ 𝑘! (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

𝑝 𝑒 𝑝𝑟𝑖𝑚 𝑝 − 1

𝑘
≡ −1 𝑘(𝑚𝑜𝑑 𝑝)

Deci 

𝑥𝑝−1 : 𝑓 𝑥 ≡ 

𝑘=0

𝑛

𝑓 𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

Clar imposibil conform ipotezei, deci am ajuns la o contradicție!



Polinoamele Cebâșev

• 𝑇𝑛 cos 𝑥 = cos 𝑛𝑥

• 𝑇𝑛 𝑥 = cos 𝑛 ∙ arccos(𝑥)

Exemple:

• cos 2𝑥 = 2 cos2 𝑥 − 1 ⇒ 𝑇2 𝑥 = 2𝑥2 − 1

• cos 3𝑥 = 4 cos3 𝑥 − 3 cos 𝑥 ⇒ 𝑇3 𝑥 = 4𝑥3 − 3𝑥

• cos 4𝑥 = 8 cos4 𝑥 − 8 cos2 𝑥 + 1 ⇒ 𝑇4 𝑥 = 8𝑥4 − 8𝑥2 + 1



De unde știm că polinoamele Cebâșev există?

• Pur și simplu din formula de recurență
𝑇𝑛+1 𝑥 = 2𝑥𝑇𝑛 𝑥 − 𝑇𝑛−1(𝑥)

• Definim
𝑓 = max

𝑥 ≤1
𝑓(𝑥)

Teoremă (Cebâșev)

Fie 𝑓 un polinom de grad 𝑛 cu coeficienți reali și coeficientul dominant
𝑎𝑛 > 0. Atunci

𝑓 ≥
𝑎𝑛
2𝑛−1

Egalitatea poate fi atinsă dacă 𝑓(𝑥) =
𝑎𝑛

2𝑛−1
𝑇𝑛(𝑥).



Problemă

Se dă funcția

𝑭 𝒂, 𝒃, 𝒄 = max
𝒙∈ 𝟎,𝟑

𝒙𝟑 − 𝒂𝒙𝟐 − 𝒃𝒙 − 𝒄

Să se afle valoarea minimă a lui 𝑭 în ℝ𝟑.

Definim funcțiile 𝑓𝑎,𝑏,𝑐 𝑥 = 𝑥3 − 𝑎𝑥2 − 𝑏𝑥 − 𝑐, 𝜑 𝑥 =
3(𝑥+1)

2
și 𝑔𝑎,𝑏,𝑐 = 𝑓𝑎,𝑏,𝑐 ∘ 𝜑. Atunci

𝐹 𝑎, 𝑏, 𝑐 = ‖𝑔𝑎,𝑏,𝑐‖

Dar 𝑔𝑎,𝑏,𝑐 este un polinom de grad 3 cu coeficientul dominant 
27

8
. Deci din teorema lui Cebâșev obținem

𝐹 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≥

27
8
4
=
27

32
.

Egalitatea este atinsă când

𝑓𝑎,𝑏,𝑐 =
27

32
𝑇3

2𝑥

3
− 1



Rezultate interesante

În continuare considerăm 𝑓 și 𝑔 polinoame de grad 𝑛 cu coeficienți 
complecși

• (Rogosinski) Dacă 𝑓 ≤ 1 atunci

𝑓 𝑘 (𝑥) ≤ 𝑇𝑛
𝑘

𝑥 , ∀ 𝑥 ≥ 1, 𝑘 ∈ ℕ

• (Bernstein)
𝑓′ ≤ 𝑛 ⋅ ‖𝑓‖

• (Gelfand) 
𝑓 ⋅ 𝑔 ≤ 4𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑓+𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑔 ⋅ 𝑓𝑔
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